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Kratek povzetek

Nihanje je neenakomerno gibanje oz. periodi¢no gibanje telesa .Za opis nihanja
so pomembne naslednje fizikalne koli€ine: frekvenca, nihajni ¢as, odmik,
amplituda in faza ter kineti¢na in potencialna energija.

Nihala, ki jih opazujemo v vsakdanjem svetu ne nihajo neskon¢no dolgo. Zaradi
trenja, upora zraka in drugih energetskih izgub, ki jih splo§no imenujemo dusenje,
se amplituda nihanja poc€asi zmanjSuje in nihalo se kon¢no ustavi. Tako nihanje
imenujemo duseno nihanje. Poleg navedenega dusenega nihanja, naj na kratko
povem Se nekaj o vsiljenem nihanju. To nihanje lahko vzbudijo in vzdrZijo Ze Sibke
vzbujevalne sile. Brez dusenja, bi se amplituda povecala v neskoncno, kar bi
pripeljalo do unicenja nihajnega sistema (resonanc¢na katastrofa). Tako se lahko
porusi most, po katerem koraka ¢eta vojakov. V resonanci ojacujemo nihanje s
primerno oblikovanimi telesi, to so resonatorji. Pri akusti¢nih instrumentih so to
navadna ohi§ja, v mikrovalovni tehnologiji votle kovinske posode, itd.



Duseno nihanje

V resni¢nih pogojih se nihala prej ali slej ustavijo, ker jih zavirata zracni upor in trenje ter pri
tem se amplituda eksponentno zmanjsuje, krozna frekvenca w’ je manjsa od lastne krozne
frekvence wy in nihanja ne bo, ¢e je f >wy

Model dusenega nihanja (prikazan na sliki 1.) sestavlja masa m, vzmet z elasti¢no konstanto k
in dusilka s koeficientom duSenja 3. Predpostavljamo, da je sila upora linearno odvisna od
hitrosti gibanja mase (bata v dusilki), torej

Fq=-Bv=-Bx.
g O
? For = k(x + X4) k
?
F,=ma
?
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G=mg=kxg
Fd=BX

Slika 1.

Negativni predznak smo uporabili zato, ker deluje sila v nasprotni smeri kot je hitrost v
gibanju bata v dusilki. Na sliki 1. so prikazane sile, ki delujejo na maso m pri poljubni legi x
mase in sicer: sila teze G = mg, sila upora F4= Bx, vzpostavljena sila F, = mx, elasti¢na sila
v vzmeti Fg =k (X + Xq).

ZapiSemo 2. Newtonov zakon: >Fi=mx

F, +Fy+Fq+G=mx



Od tod dobimo:
mx + Bx +kx=0
Resitev diferencialne enacbe, katere potek je naveden v Dodatku 1, je
x = Ao e™ sin (wy t+ ay),
kjer amplituda eksponentno pojema — Ay e™ in spremeni se lastna frekvenca.
Ta enacba je resitev diferencialne enadbe x + 2 nx + wo” x = 0. V njej sta veli¢ini A in o4
integracijski konstanti, ki sta odvisni od zacetnih pogojev nihanja, wy je krozna frekvenca

(lastnega) duSenega nihanja podana z izrazom wi”>=w," —n’ in je odvisna od krozne
frekvence (lastnega) nedusenega nihanja wy in od dusilnosti n .

Odmik nihala v odvisnosti od ¢asa pri dusenem nihanju zgleda takole:
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Slika 2.
Perioda duSenega nihanja je

T, =2n/w; =21/ \/Woz —n?.

Pri neduSenem nihanju velja To = 2n/w. Vidimo torej, da je To<T), kar pomeni, da dusSenje
nekoliko podalj$a nihajni ¢as. V primeru, ko je dusenje slabo (n<<wy) lahko v zgornji enacbi
len n® zanemarimo v primerjavi z wo’ in dobimo da je Ty~ T, kar pomeni, da slabotno
dusenje prakti¢no ne vpliva na nihajni ¢as.



Amplitude nihanja: Pri Sibkem duSenju, nihalo ne niha vedno s to¢no dolo¢eno frekvenco,
saj Cas, ki ga potrebuje za en nihaj ostaja vseskozi enak. Amplituda se eksponentno manjsa.
Pri vedjem dusenju amplituda nihanja hitreje zmanj3uje, poveéa pa se tudi nihajni ¢as. Ce
dusenje dovolj pove¢amo, nihalo ne niha ve¢, ampak se le Se pocasi vraca proti ravnovesni
legi, gibanje ni ve¢ periodi¢no (nihanje) ampak aperiodi¢no .

Dusenje, kjer periodi¢no gibanje postane aperiodi¢no imenujemo Kritiéno dusenje,
koeficient duSenja [ pa je kriti¢ni koeficient duSenja By. Takrat je wy = n, je perioda dusenega
nihanja po enacbi:

T, =2n/w;= 2n/\/w02 —n’ , T1=o0.
V primeru, ko je wy < n dobimo prav tako aperiodi¢no nihanje.

Razmerje med koeficientom dusenja [ in kriti€énim koeficientom duSenja x imenujemo
faktor dusenja d.

o = B/Px
Za obravnavani model na sliki 1. je kriti¢ni koeficient dusenja
w0=n—>\/k/m=[3k/2m—>[3k=2\/mk.

To je v praksi zelo pomembno. Tako naj bi na primer avtomobilski amortizerji in mehanizmi
zapiranja nihanjih vrat poskrbeli za priblizno kriti¢éno dusenje in s tem preprecili nihanje. Pri
analognih instrumentih kot so npr. voltmetri, ampermetri ipd., pa je navadno dusenje malo
podkriti¢no, da kazalec sicer zaniha okoli ravnovesne lege, a se hitro ustavi.

Ce bi bilo dugenje veliko, bi tak instrument ne zaznal hitrih sprememb, majhno dusenje pa bi
povzrocilo nekontrolirano nihanje kazalca.

Pri Casu t, je amplituda X, in jo izraCunamo po enacbi x; = Ay e™ sin (wit+ o), po Casu ty =
t; + T, je amplituda (pri Cemer upostevamo, da je w; T; =2n)

n(t +T)
11

Xo=Ape sin [w; (t;+T)) + o] =x; e'“Tl.

Podobno je katerakoli amplituda X+

-nT
Xn+1 = Xp€ 1.

Razmerje amplitud imenujemo dekrement nihanja

-nT
D =x/X1 =Xps1/Xn=¢€"

njegov logaritem pa logaritmi¢ni dekrement
D*=InD=-nT,.

V vecji meri dusenje vpliva na amplitudo nihanja, ki se zmanjSujejo v geometricnem
zaporedju.



Resonanca (vsiljeno nihanje)

Zaradi dusenja se vsako nihalo prej ali slej ustavi. Mehanska ura, ki je ne navijemo nam zato
prav dolgo ne kaze pravega ¢asa in veje drevesa prenehajo nihati, ko ni ve¢ vetra. Kadar
zelimo, da nihalo niha dalj ¢asa in z ne zmanjSano amplitudo, mu moramo dovajati energijo,
ki jo izgublja zaradi duSenja. To storimo tako, da nihalo poganjamo z zunanjo periodi¢no silo.
Tako nihanje imenujemo vsiljeno nihanje.
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Slika 4.

Model vsiljenega nihanja je prikazan na sliki 4. Vzbujevalna sila F se spreminja periodi¢no
F=Fysin Qt,

kjer je Fyp amplituda vzbujevalne sile, Q pa njena krozna frekvenca.Diferencialna enacba
(vsiljenega) duSenega nihanja je

mx + Bx + kx =Fysin Q t,
katere potek je naveden v Dodatku 2.
Resitev diferencialne enacbe je sedaj :
X =X; + X2 = A e™sin (wit + a) + C sin (Qt - ),

pri Cemer sta konstanti A in o odvisni od zacetnih pogojev nihanja, konstanti C in 3 pa nista
odvisni od zacetnih pogojev. Pri vsiljenem dusenem nihanju so oscilacije sestavljene iz lastnih



dusenih nihanj sistema in vsiljenih nihanj. Lastna dusena nihanja se v sorazmerno kratkem
Casu zadusijo oz. izgube in jih po dolo¢enem Casu t, (Casa ustavljanja) lahko zanemarimo.

Po ¢asu t masa m niha po zakonu vsiljenega nihanja, torej
X =x2=C sin (Qt - B),

ki predstavljajo nihanja brez dusenja z amplitudo C po enacbi x, = C sin (Qt - B), frekvenca QQ
teh nihanj pa je enaka frekvenci vzbujevalne (vsiljene) sile. Konstanta f3 je fazna razlika med
vsiljenim nihanjem in vzbujevalno silo.

Za nadaljno analizo nihanj vpeljemo naslednje oznacbe:
A= Q/wo ; W = n/wo ; X = fo/wo” =Fo/k,

kjer je A razmerje frekvenc, y koli¢ina, ki definira duSenje in x4 stati¢ni poves vzmeti pod
vplivom delovanja amplitude vzbujevalne sile Fy.

Z upostevanjem navedenih izrazov dobita enacbi, s katerima smo izrazili C in 3 naslednjo
obliko zapisa

C = xg/ V( 1-A%)* + 4A% * tg B =2Ay/ 1-A>.

Zarazli¢na razmerja A in y sta | C/Xst | in B podobna na sliki 5.

Slika 5.



Iz diagrama vidimo, da so pri razli¢nih razmerjih A doseZena vsiljena nihanja razli¢nih
amplitud. V primeru, ko je duSenje slabo in ko je razmerje A blizu 1 lahko smatramo, da je v
~ 0. V tem primeru je

C=xo/|1-A[;B=0(pri A<1) in B~ & (pri A>1).

V primeru, ko je razmerje A majhno (QQ<<wy), je C = X t.j. nihanja se vr$ijo z amplitudo x v
fazi z vzbujevalno silo (B = 0). Ce je razmerje frekvenc A zelo veliko (Q>> wy), postane
amplituda nihanja C zelo majhna: V primeru, da je Se duSenje slabo, lahko amplitudo nihanja
izraCunamo po enacbi

C~xy/ A =1/ Q%

V primeru, ko je razmerje A blizu 1 amplituda nihanja doseze maksimum. Ta pojav
imenujemo resonanca. [z enacb za C in tg 3 vidimo, da je C max v primeru, ko je izraz

F=[ (1- A% + 4A’y?] minimalen, torej df/dA = 0
df/dA = -4A + 4A° + 8Ay? = 0 oziroma —1 + A +2y* =0 — A, = V1-2y~.

Za razli¢na razmerja y = n/wy je resonanc¢no razmerje frekvenc A, razli¢no in je podano z
zgornjo enacb, torej nastopi resonanca pri ve¢jem dusenju pri razmerju A, <1, pri neduSenem
nihanju pa pri A; =1.

Lahko recemo, da je resonanca pri A;=1 in sta amplituda nihanja in faza

Cres ~ Xst/zw 5 Bres ~ m/2.

Od tod vidimo, da je pri slabem dusSenju amplituda nihanja velika. Ta velika amplituda
nihanja pa ne nastopi v trenutku; manjse ko je dusenje, daljsi Cas je potreben za dosego
resonanc¢nih amplitud.
Splosne lastnosti vsiljenih dusenih nihan;j:

e amplituda vsiljenih nihanj ni odvisna od zacetnih pogojev nihanja,

e vsiljena nihanja se pri dusenju sistema v sploSnem ne ustavijo,

o frekvenca vsiljenih nihanj je enaka frekvenci vzbujevalne sile, ki je neodvisna od
karakteristike nihajocega sistema,

e tudi pri majhni amplitudi F vzbujevalne sile se pri slabotnem dusenju sistema lahko
pojavijo nihanja z velikimi amplitudami, ¢e je A=1 (v resonan¢nem podrocju),

e pri veliki amplitudi Fy vzbujevalne sile so lahko amplitude nihanja majhne za primer,
ko je A>>1.



Dodatek 1

Vidimo, da je ta enacba podobna enacbi za neduseno nihanje in oznac¢imo:

w02 =k/m in 2n=f3/m

tako dobi enacba mx + Bx + kx =0 obliko

X + 2nx + W02X =0.
Zgornja dobljena enacba je diferencialna enacba lastnih dusenih nihanj. Da bomo poiskali
resitev te enacbe vpeljemo novo spremenljivko

X=z¢ (izraz 1.)

potem sta odvoda
x=¢™ (z- nz) (izraz 2.)

x=¢"(z-2nz+n’z).

Izraze 1 in 2 vstavimo v ena¢bo x +2 nx + wo2 x =0 1in po ureditvi dobimo

z+ (wo>—n?) z=0.

Nadalje Se ozna¢imo
2 2 2 2 2
Wi =Wo —n1 0Z. W =\/W0 —n
tako dobimo

z+wlzz=0.

Zgornja diferencialna enacba je enaka enadbi x + wo x = 0, katere regitev je
X = Ay sin (wo t + o), torej
z=C;sinw; t+ C, cos wi t,

. . v . v _nt .
oziroma z= Ay sin (w; t+ o). Po upoStevanju enacbe x =ze™ dobimo
nt -
x=Ape" sin (w; t+ o).



Dodatek 2

Zgornjo enacbo delimo z maso m in uporabimo Ze znane oznacbe 2n = B/m, wo” = k/m in f, =
Fo/m. tako dobi prej navedena enacba naslednjo obliko

x+ 2nx + W02 x=1fysin Qt.

Resitev te diferencialne enacbe ima obliko x = x; + X, kjer je splosni integral homogene
enacbe

X1 = A e™sin (wit+ o)

in partikularni integral nehomogene enagbe (x +2nx + wo’ x = fy sin Q t ) X, v obliki
Xy = Csin ( Qt - B).

Konstanti C in B je potrebno izraziti tako, da bo enatba x + 2nx + wy” x = fy sin Qt identi¢no
izpolnjena. Odvod x; po Casu t sta:

x; =C Q cos (Qt - B)
X2 =-C Q% sin (Qt - p).
Nadalje ozna¢imo y = Qt - B in odvoda vstavimo v enatbo x + 2nx + wy” x = f; sin Qt.
C(wo” Q) sin y + 2nCQ cos y = f; (cos P siny + sinf cosy).

Zgornja enacba bo izpolnjena, ¢e bosta koeficienta ob siny na levi in desni strani enacbe
enaka, torej

C(wo* - QP =fycos B in 2nCQ = f; sin P.
Iz zgornjih enacb sledita konstanti C in 3
C = fo/N( wo? - QP + 4n* QO

tg B=2nQ/ wy’ - Q7.



Tri raunske naloge

1.Telo mase 50 kg je povezano z vzmetjo z elasti¢no konstanto k =80 N/cm in
dusilnim elementom, ki ima koeficient dusenja 3 =20 N/cm /s. Telo premaknemo
1z ravnoteZne lege za 20 cm in ga prepustimo lastnemu nihanju.Dolocite krozno
frekvenco duSenega nihanja w , nihajni ¢as T duSenega nihanja in prve tri
amplitude A1,A2 in A3 opisanega modela nihanja!

1) x+pmx+kmx=0 oz. x+2nx+w,'x=0

-krozna frekvenca dusenega nihanja:
w="wo’ —n’ =" wy- (B/2m)* = 12,65 - 2*=12.49 5™
n = p/2m =200/2*¥50 =2 5™

-krozna frekvenca neduSenega nihanja, ki jo moramo izracunat, saj nastopi v
enacbi za izracun krozne frekvence dusenega nihanja

wo =Y k/m = 8000/50 = 12,65 ™!

2)T=2n/w=21/12,49=0,503 s

3.)x=Ape ™sin (wt+a,) o; = fazni kot, ki ga dolo¢imo iz
zacetnega pogoja prit=0 Ay =xo =20
cm

20=20sin (0 + ay)
o, =7/2 =90°

-raztezek vzmeti je: x =20 ¢ sin (12,49 t + 1/2)

A, =x(T)) =20 ¢ "% sin(12,49 * 0,503 + n/2) = 7.32 cm t=T,
A2 =X (2 Tl) = 2,68 cm t= 2T1

A;=x(3T) =098 cm t=3T,




2. Avtomobil mase 1000 kg ima vzmetne blazilce. Med mirovanjem praznega
vozila je vsaka vzmet skréena za 5 cm. Ko v vozilo sko¢i voznik mase 100 kg se
avtomobil rahlo spusti in zaniha. V enem nihajnem casu, se amplituda nihanja
zmanj$a na polovico zaCetne vrednosti. Kolik$na je konstanta vzmeti blazilcev in
kaksen je koeficient duSenja, ¢e predpostavimo, da se obremenitev porazdeli
enakomerno po vseh Stirih blazilcih!

1)F=kx
k =F/x =m g/x = 1000 kg * 10 ms/5 * 10 m = 200 kN/m
2.)x+w2x=O
X+wWx+px=0 X = X, e™
(e")'=ae”
x =%, o e” (1. odvod)
X =xo o> e* (2. odvod)
o e+ w?e™ + Bae™ =0
o + w? +Ba =0
o2 =-B +\ B2 —4 w2

0o =-P2 £V B4 —wr=-B/2 £iw B4 *t

\!
W
x = xo &2t IVt
x =% ¢ P 'sin (W' t)
X(t) =xo eP? VY =1, x,
log e 2V = og 1 t=2m, t=2m/w

B/2 * 2m/w'=log 2

i =w log 2



np =~ w -p*4 *log 2 /*

*Br= (W’ - B%/4) log® 2

°p* — w? log® 2 + B4 log> 2 =0

B> (n* + Y log2) = w log” 2

B =" wlog”2/n*+ log” 2/4 = k/m log” 2/ n* + log® 2/4 =

\ 200kN*0,48/1100kg(0,87 + 0,48/4) = 2.97 5"

3. Elektromotor s podstavkom mase m; =100 kg je postavljen na §tiri vzmeti z
elasti¢nimi konstantami k =800 N/cm in na dusSilni element s koeficientom duSenja
B =6 Ns/ m.Elektromotor, ki se vrti s n = 600 vrtljaji /min, ima nameS¢eno na
rotorju ekscentricno maso m, = 0,2 kg na ro€ici r = 0,05 m. Dolocite amplitudo A

tega nihanja ter dolocite kolikSen bi moral biti koeficient duSenja f3, da bi bile
amplitude A; =0,5 A!

X + Bx/m; + 4k/m; x = Fo/m; sin Ot

F, = vztrajnostna sila, ki jo povzroda masa m, pri vrtenju (Q = 62083 s™') na
rocicir.

Fo=myr Q% =m,r(nn/30)=0,2 *0,05(1*600/30)> = 39.48 N

n= dusilnost dugilnega elementa n = B/2m, = 6/200 = 0,03 s
wo = V4k/m; =V 4*8000/100 = 56,56 5!

1) A=Fy/m(w, - Q) +4n° Q=

=39,48/100V(56,56° — 62,83%)* +4*0,03**62,83% =

=527*10%m

2.) Koeficient dusenja 3 = 2066 Ns/m in tako je izpolnjen pogoj pri A; = 0,5A.
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